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1. (20) Naj bo
1 ™
I(x) = —/ e’ % cos(2u) du
T Jo

a. (10) Pokazite, da je
oo 242

I(x)zz 2%t2 :
2 R (k+ 2)]

Utemeljite vase korake. Kot znano upostevajte, da je za celo stevilo m > 1

(2m)! -7
- Dl (m+ 1)

" cos?m 2u) du =
/Ocos ucos(2u) du P (m

in

/ cos®™ 1 ucos(2u) du = 0.
0

Resitev: Razvijemo

00
xcosu_z SL’ COS u
k=0

Vrsta

2* cos® u cos(2u)

k!

WE

i

0

konvergira enakomerno na [0, 7], ker je majorizirana z vrsto za el Integriramo
lahko zato po clenih.

1 s
— Z x_ / cos® u cos(2u) du .
T k' Jo

Za lihe k je integral 0. Konstantni c¢len je prav tako enak 0. Iz besedila naloge
dobimo pri potenci 2k + 2 koeficient tako, da vstavimo m = k+1 v znan integral
i dobimo

(2k + 2)!
2242 2k + 2)1 - K- (K +2)!

Cok+2 =

Ocenjevange:

— Razvoj eksponentne funkcije: 2 tocki.
— Enakomerna konvergenca: 2 tocks.

— Integriranje: 2 tocki.

— Krajsanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Za poten¢no vrsto
oo 2k+2

e
I(x):z k
L P2 I (K +2)!
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izracunajte radij konvergence in

221" (z) + o' (z) — (22 + 4)1 ().

Resitev: Radij konvergence je R = 0co. Racunamo

o0

(2k +2)(2k + 1)2?
"
v =3 ey

k=0
m
o0 (2k + 2)l‘2k+1

I = .
(l‘) % 92k+2 . [ . (/{3 + 2)!

Vizrazu 221" (x)+zI' (x)— (22 +4)1(x) nastopajo samo sode potence x, konstanega
¢lena pa ni. Pri potenci 22 dobimo koeficient

(2k+2)(2k+1) (2k+1) B 1 B 4 B
2242l (k4 2)1 22k+2 kL (k4 2)1 22k(k — 1)I(k + 1)1 22k+2l(k +2)1

Ocenjevange:

— Radij konvergence: 2 tocki.

— Odvagange po élenih: 2 tocki.

— Konstantni ¢len in lihe potence: 2 tocki.
—  Zbiranje ¢lenov: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija f(z) naj bo na intervalu [—, 7| definirana z

CcoS T zad<z<m
f(r) =4 —coszx za—-7<xz<0
0 zax = 0,7, —.

a. (10) Dokazite, dajeza 0 <z <7

o0 .
8 n sin 2nx
cosT = — E _
T 4n? — 1
n=1

Utemeljite, zakaj Fourierova vrsta za 0 < z < 7 konvergira proti cos z.

Namig: Uporabite

sinacos f = % (sin(a + B) + sin(a — ) .

Resitev: Funkcija je liha, zato je a, = 0 za vse n > 0. Izracunajmo najprej

2 ™
b = —/ cosxsinx dr =0,
0

™

kot se brz prepricamo s substitucijo 2x = u. Zan > 1 zapisemo

b, = 2 /7r sin((n 4+ 1)z) + sin((n — 1)x) da
T Jo 5
@ n+1 n_1 )
— l {_(—1)%1—1—1—1 1_<_1)n—1:|
™ n+1 n—1 .

Upostevali smo, da je cos(nm) = (—1)". Brz se prepri¢amo, da za lihe n dobimo
b, = 0, za sode pa b, = (1/m)4n/(n®> — 1). Ce sode n zapisemo kot 2k in
sestevamo po k dobimo tocno zgornji rezultat. Fourierova vrsta konvergira v
vsaki tocki, ker je f(x) odsekoma zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in velja

povsod (f(z+) + f(x—))/2 = f(z).

Ocenjevange:

— Lihost: 2 tocki.

— bg: 2 tocki.

— Razcep produkta: 2 tock:.
— bp: 2 tocki.

— Konvergenca: 2 tocki.
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b. (10) Uporabite a. za izracun vsote neskoné¢ne vrste

i )"(2n + 1)
2n+1)2-1"

n:O

Resitev: 'V zgornjo vrsto vstavimo x = w/4. Ostanejo samo lihi éleni, ker je
sin(km) = 0 za vsak k. V Fourierovi vrsti za f(z) na levi dobimo f(m/4)
cos(m/4) = V/2/2, na desni pa iskano vrsto pomnoZeno z 8/w. Rezultat je

m™/2/16.
Ocenjevange:

— x=m7/4: 2 tocki.
— Ostanejo samo lihi cleni: 2 tocki.

— Vsota neskonéne vrste: 4 tocke.
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3. (20) Na intervalu (a,b) z 0 < a < b < 1 naj bo dana diferencialna enacba
z(l—2)y"+(1-32)y —y=0.

a. (10) Preverite, dastay;(z) = 1/(1—x) in y2(x) = log x/(1—x) linearno neodvisni
resitvi homogene enacbe.

Resitev: Z wvstavljanjem preverimo, da sta vy, in yo resitvi enacbe. Linearno
neodvisnost preverimo tako, da izracunamo

1

w(x):m#O.

Ocenjevange:

— Preverjange 1: 2 tocki.
— Preverjanje 2: 2 tocki.
—  Vstavljange: 2 tocki.
— w: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.

b. (10) Resite Se nehomogeno enacho
r(l—2)y"+(1-32)y —y=1—4x.

Enacbo najprej delite z (1 — x). Kot znano upostevajte

2

1
/logxdx::c(log:c—l) in /xlogxdxzﬁleogx—%.

Resitev: Vemo, da dobimo partikularno resitev po formuli

() =) [ DI gy ) [ DD g,

w(z) w(z)

Po deljenju imamo na desni strani izraz (1—4x)/(z(1—x)). Vstavimo in dobimo
yp(z) = 2.

Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

—  Vstavljanje: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Dana naj bo linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti

y' =2y +y = f(x).
a. (10) Naj bo f(x) = e”. Poiscite resitev enacbe pri zacetnih pogojih y(0) =
y'(0) = 0.

Resitev: Karakteristicni polinom P(A) = A* — 2\ + 1 ima dvogno niclo X = 1.
Resitvi homogene enacbe sta € in xe®. Partikularno resitev is¢emo z nastavkom
ax’e®. Nastavek vstavimo v diferencialno enacbo in dobimo

ae*(2+4x +2° —4dr — 202 +2%) = 1.

Iz tega razberemo a = 1/2. Splosna resitev nehomogene enacbe je
26:1:
+ c1€” + coze® .

y(r) =
Zacetnim pogojem bo zado$ceno, c¢e bo

y(0) = =0
y'(0) = a4+ec=0,

torej c1 = co = 0.
Ocenjevange:

— Resitvi homogene enacbe: 3 tocke.
— Nastavek za nehomogeno enacbo: 3 tocke.

— Resitev, ki ustreza robnim pogojem: 4 tocke.

b. (10) Naj bo f(z) = e” cos(x). Poiscite resitev enacbe pri zacetnih pogojih y(0) =
y'(0) = 0.

Resitev: Enacbo resujemo v kompleksni obliki. Partikularna resitev bo realni del

resitve enacbe

y" - 2y' +y= 6x(cosx + 7sin x) — (I+iz

Kompleksno stevilo i = 1 + 1 ni koren karakteristicnega polinoma, zato resitev
iséemo z nastavkom Aet*. Vstavimo v enacbo in dobimo po krajsanju z e**

Al +i)? =241+ +A=A1+i— 1)’ =-A=1.
Realni del —e(™97 je —e® cosx. Splosna resitev bo oblike
y(r) = —€e® cosx + c1e” + coxe” .
Zacetnima pogojema bo zadosceno, ce bo
—14+c¢ =0
—1+ci4+c =0

1z tega izracunamo c; = 1 in co = 0.

Ocenjevange:
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— Nastavek za nehomogeno enacbo: 4 tocke.
— Izradun potrebne konstante A: 3 tocke.

— Resitev, ki ustreza robnim pogojem: 4 tocke.
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5. (20) Sistem diferencialnih enacb naj bo dan z

T = ar—by+w
y = br+ay+z,
kjer sta w in z dani funkciji.
a. (10) Privzemite, da je w = z = 0. S pomocjo Laplaceove transformacije poiscite
funkciji = in y pri zac¢etnih pogojih z(0) = 1 in y(0) = 0.
Namig: Kot znano predpostavite

. b , s
L(sinbt)(s) = el L(cosbt)(s) = ErE

Kaj je
L(e™sinbt)(s) in L(e™ cosbt)(s) ?

Resitev: Po pravilih za uporabo Laplaceove transformacije je

sLx(s)—1 = alx(s) —bLy(s)
sLy(s) = bLx(s)+aLly(s)

Enacbi prepisemo v

(s —a)Lx(s) +bLy(s) = 1
—bLx(s) + (s —a)ly(s) =

Enacbe resimo in dobimo

s—a , b
L.’E(S) = m m Ly(S) = (3 — a)2 T b2 .
Iz definicij takoj sledi
at - b , u s—a
E(e tSlI] bt)(S) = m mn E(e tCOS bt)(S) = (S — a)2 i b2 .

Razberemo, da je

2(t) = e cosbt in y(t) = e sinbt.

Ocenjevange:

— Pravila za Laplaceovo transformacijo: 2 tocki.
— Lz in Ly: 2 tocki.

— Upostevanje namiga: 2 tocki.

— Inverz Lx: 2 tocki.

— Inverz Ly: 2 tocki.
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b. (10) Naj bo w(t) = —cosbt in z(t) = sinbt. Poiscite resitev enacbe pri pogoju
z(0) = y(0) = 0.

Namig: Kot znano upostevajte, da je

—as + b* + s? —a(s —a) — 20? as — 20*

B+ (s —aP +0) (@ +47) ((s—aP 1 8) (@ +40) (5" + )

m

ab —ab — 2bs 2b(s —a) —ab

(b2 +52) ((s —a)2+b2) (a2 + 4b2) (b2 + s?) * (a® + 4b%) ((s — a)? + b?)

Resitev: Uporabimo Laplaceovo transformacijo in dobimo enacbe

sCx(s) = alx(s) —bLy(s) — =i

sCy(s) = bLx(s)+aly(s) + =i

Regsitvr sta
b2+ s* — as

L =—
#(s) (02 + s2) (a® — 2as + b* + s?)
mn b
a
L = — :
N (R (PR R
Razberemo
1 : at at 3
z(t) = pERTE (acosbt — 2bsin bt — ae® cos bt — 2be™ sin bt)
a
mn ]
y(t) = FERRTE (—asin bt — 2bcos bt + 2be™ cos bt — ae™ sin bt) .
a
Ocenjevange:

— Uporaba pravil ya Laplaceovo transformacijo: 2 tocki.
— Lxz(s) in Lx(s): 2 tocki.

— Uporaba namiga: 2 tock:.

— x: 2 tocki.

— y: 2 tocki.
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