FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 4
2. kolokvij
9. januar 2013

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfayskupaj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Masna tocka se pod vplivom teznosti giblje po krivulji, dani kot graf funkcije
y: R — R. V trenutku ¢ = 0 je masna tocka v tocki (0, k) in ima hitrost ¢. Funkcija
y ustreza diferencialni enacbi

y=-v29(h—y).
kjer je g zemeljski pospesek.
a. (15) Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe za funkcijo y.

Resitev: Prepisemo
dy _ 1

V29(h —y) ’
¢<h—y>=\/§<t+d>

za neko konstanto d. Izracunamo

integriramo in dobimo

torej
g(t +d)?
—p T
Y 2
Ocenjevange:

— Izradun y: 3 tocke.

— Prepis za integriranje: 3 tocke.

— Integriranje: 3 tocke.

— Konstanta na pravem mestu: 3 tocke.

— Izracun y: 3 tocke.

b. (10) Poiscite resitev diferencialne enacbe, ki ustreza zacetnim pogojem.

Resitev: Z vstavljanjem zacetnih pogojev dobimo

torej d = 0. Sleds

Ocenjevange:

— Kam bi del zacetne pogoje: 2 tocki.
—  Vstavljanje: 2 tocki.

— FEnacba za d: 2 tocki.

— d: 2 tocki.

— Konéna resitev: 2 tocki.
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2. (25) Dana naj bo linearna diferencialna enacba oblike

1
Yy + (2 = Py = f(x).
a. (10) Preverite, da sta funkeciji
2 2
yi(z) =/—cosz in  y(x) =1/—sinx
e e

linearno neodvisni resitvi homogene enacbe (f(z) = 0).

Resitev: Nagprej preverimo, da sta y; in yo res resitvi diferencialne enacbe. Z
odvajanjem dobimo

/(2) 2 ( CoS T ) )
) = \/— (- —zrsinx
Y1 T3
2 (3
yi(z) = —3 (% — z? Cosx+:psinx)
mn
yo(z) = 2 zoos — ol
T’ 2
2 3sinz
" _ I R 2
ysy(x) = — ( xrcosx + 1 x”sin x)

Odvode vstavimo v enacbo in se prepricamo, da sta dani funkciji res resitvi.
Izracunamo se determinanto Wronskega.

W) = det(z}@ y;<x>)

1) ys()
) cosx sinz
= —det 1 cos}/E . 1 Ve sinx
i \/7(_ 50 —asing) = (zcosy — 53F)
2
oz

Ocenjevange:

—  Prvi odvodi: 2 tocki.

—  Drugi dovodi: 2 tocki.

— Preverjanje: 2 tocki.

— Determinanta Wronskega: 2 tocks.

— Sklep o neodvisnosti: 2 tocki.
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b. (15) Poiscite partikularno resitev zgornje enacbe, ¢e je f(z) = x3/2.

Resitev: Vemo, da dobimo partikularno resitev po formuli

“y2(u) - f(u) “yn(u) - f(u)
w?W(u) du yQ(x)/ w?W(u) d

Zo

u .

wie) = (o) [

0

Integriramo:

yp(x) = — gyl(a:)/ sinu du + \/ng(x)/ cosu du
1
NZ

Ocenjevange:

— Nastavek: 4 tocke.
— Pravilno vstavljanje v nastavek: 4 tocks.
— Integriranje: 3 tocki.

— Resitev: 4 tocki.
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3. (25) Dana naj bo linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti
'+ 2y +2y=e"sinx.
a. (15) Poiscite splosno resitev te enacbe.

Resitev: Nicli karakteristicnega polinoma sta —1 + 1 in —1 — 1. Nastavek za

partikularno resitev je y, = Aze=19% - 7 odvajanjem dobimo enacbo

A1 +d) +2(=1+i)* + 2+ 2z(=1 +14) +2z) = 1.
Kragsamo in sledi 2Ai = 1, torej A = —i/2. Resitev je torej

p—— —x —T 43
y:—ge COSXT + c1e "~ CosSx + e " SInT.

Ocenjevange:

— Nicli: 3 tocke.

— Nastavek: 3 tocke.
— Odvodi: 3 tocke.
— A: 3 tocke.

— Resitev: 8 tocke.
b. (10) Poiscite resitev, za katero je y(0) = 0 in 3/(0) = 1.

Resitev: V splosno resitev in njen odvod vstavimo x = 0. Dobimo enacbi
. , 1
y(O):Clzo m y(O):—5—01+02:1.
Sledi ¢; = 0 in co = 3/2, torej je koncna resitev enaka

g —T 3
y:—§e COS$+§6 sinx.

Ocenjevange:

— Uporaba splosne resitve: 2 tocki.
— Vrednost v x = 0: 2 tocki.

—  Vrednost odvoda v x = 0: 2 tocki.
—  Enacbi za konstanti: 2 tocki.

— Resitev: 2 tocki.
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4. (25) Veriga dolzine L visi na palici in drsi brez trenja. Oznacimo z y(¢) dolzino
dela verige na desni strani kot na sliki 1.

y(t)

Slika 1 Polozaj verige v trenutku ¢.

a. (15) Naj bo m masa verige. Po Newtonovem zakonu funkcija y(t) za y > L/2

ustreza diferencialni enacbi
. 2y — L
my = mg .
Yy I g

Poiscite splosno resitev enacbe.

Resitev: Pokrajsamo m in enacbo prepisemo v

Enacba je nehomogena linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti.
Oznac¢imo 2g/L = w?. Homogena enacba ima linearno neodvisni resitvi

y1(t) = cosh(wt) in y2(t) = sinh(wt) .

Potrebujemo se partikularno resitev. Na levi strani je konstanta, zato bo tudi
partikularna resitev konstanta. Z vstavljanjem sledi y,(t) = L/2. Splosna resitev
bo torej

L
y(t) = 5 + C1Y1 + ColYy .

Ocenjevange:

— Prepis enacbe v obicajno obliko: 3 tocke.

— Opazka, da je enacba nehomogena linearna: 3 tocke.
— Resitvi homogene enacbe: 3 tocke

— Partikularna resitev: 3 tocke.

— Splosna resitev: 3 tocke.

b. (10) V koliksnem ¢asu bo veriga zdrsnila s palice (y(t) = L), cejey(0) = a > L/2
in (0) = 0.
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Resitev: 'V splosni resitvi 1z a. izberemo konstanti ¢ in cg, da bo zadoscéeno
zacetnima pogojema. Dobimo enacbi

L/24+c¢=a n cow =0
Sledi I ’
y(t) = 5t (a — 5) cosh(wt) .

V' ¢asu ty, ko bo veriga zdrsnila s palice, bo y(ty) = L. Vstavimo v enacbo in
dobimo

L L
L= 5 +(a— 5 cosh(wtyp) .
Sleds
L
m = COSh(Wto)
ali
2
to = ! 1 L + L 1
O_wa 2a — L 2a — L
Ocenjevange:

— Enacbi za konstante: 2 tocki.

— Resitev enacbe: 2 tocki.

— FEnacba za cas: 2 tocki.

— Pretvorba enacbe na ¢isto obliko: 2 tocki.

— Konéna formula: 2 tocki.
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