FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 4
1. kolokvij
29. november 2011

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dela, ki gfayskupaj vredna 25
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (20) Mnozico v ravnini definiramo rekurzivno kot na spodnji sliki. Prvi kvadrat
naj ima stranico a. Na vsakem koraku vértamo kvadrat z dvakrat manjso stranico in
istim srediS¢em in v mnozico vklju¢imo osencene trikotnike.

&

a. (15) Izracunajte plos¢ino osencenega lika, tako da seStejete neskoncno vrsto.

Regitev: Plosc¢ina prvih 4 osencenih trikotnikov je 1/2. Ko vértamo nasledngji
kvadrat, imajo osenceni trikotniki dvakrat mangse stranice, torej stirikrat manjso
ploscino. Vsakic, ko vértamo mangsi kvadrat se ploséina zmanjsa za faktor 4.
Sesteti torej moramo neskoncéno vrsto

1/2-141/2-1/4+1/2-1/16 = 1/250:(%)

Gre za neskoncéno geometrijsko vrsto s ¢ = 1/4 in vsoto 1/(1 — q). Rezultat je
(1/2) - (4/3) = 2/3.
Ocenjevange:

— Prvi osencen del: 3 tocke.

— Faktor za vsak naslednji: 3 tocke.

— OpaZanje, da je vrsta geometrijska: 3 tocke.
— Formula za vsoto: 3 tocke.

— Vstavljanje in rezultat: 3 tocke.

b. (10) Izracunajte skupno dolzino roba vseh osencenih trikotnikov.

Resitev: Vsak naslednji vértani osenceni lik ima dvakrat manjso dolZino roba.
Dolzina roba prvega osencenega lika je 4 + 2v/2. Sesteti moramo

(442V2) - (1+ (1/2) + (1/4) +---) = (4 + 2V2) - i%

Spet gre za geometrijsko vrsto s ¢ = 1/2 in vsoto 2. Rezultat je 8 + 4v/2.

Ocenjevange:

2a



Matematika 4, 2011/2012, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

— Obseg prvega osencenega dela: 2 tocki.

— Faktor za vsak nasledngi: 2 tocki.

— OpaZange, da je vrsta geometrijska: 2 tocki.
— Formula za vsoto: 2 tocki.

— Vstavljanje in rezultat: 2 tocki.
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2. (25) Funkcija M(z) naj bo definirana s potenéno vrsto

k! -4k . gk

M(z) =2, (2k)!

k=0

a. (10) Poiscite konvergenéni radij zgornje potencne vrste. Izrazite M'(x) in M"(x)
s potencno vrsto.

Resitev: Najgprej izracunamo

Ar+1
ag

4k +1
= lim (k+1)

e G T

lim
k—oo

Radij konvergence je torej R = co. Potencéno vrsto lahko odvajamo po clenih in

dobimo . .
R L
M) =S 2222
(@ =2 (2k)!
k=0
m i i
k4R f(k — 1)zk?
MI/ — )
(@) =2 (2k)!
k=0
Ocenjevange:

— Radij konvergence: 2 tocki.

— Prvo odvajanjge po ¢lenih: 2 tocki.

— Drugo odvajange po ¢lenih: 2 tocki.

— Utemeljitev, zakaj lahko odvajamo: 2 tocki.

— Utemeljitev, zakaj lahko dvakrat odvajamo: 2 tocki.

b. (15) Izpeljite, da je
1
M (x) + (5 — x) M'(x) — M(xz) =0.

Utemeljite vase trditve.

Resitev: Sestejemo in dobimo
" 1 !/
xM" () + (5 —x) M'(z) — M(zx) =

L kl4RE(k — 1)2k2 1 S IR L Ry 3V L
- xkzzo 25! *(5”);0 20! _; 2R

Sestejemo koeficiente pri potencah x*. Za konstantni ¢len dobimo

1 1=0
4 - 9
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za koeficient pri o za k > 1 pa

(k+1)2k2(k — )4 1 (k4 1)2kM4MY B2 (k—1)4F k1. 4k
(2k +2)! 2 (2k+2) (2K 2k
Izpostavimo
(k — 1)14%
(2k + 2)!
m ostane

A4k + 1)%k* + 2(k + 1)%k — (2k +2)(2k + 1)k* — k(2k +2)(2k + 1) .
Izpostavimo Se 2k(k + 1). Ostane

2k+ Dk +k+1—(2k+1)k—2k—1=0.

Ocenjevange:

— Vstavljanje: 3 tocke.

— Konstantni clen vsote: 3 tocke.
— Clen pri zF: 3 tocke.

— Izpostavljanje: 3 tocke.

— Koncéna poenostavitev v 0: 8 tocke.
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3. (25) Definiramo funkeiji Jy, J1: R - R z

0 (_1)191,% ( l)k 2k+1
Jo(x) = Z Tk 9%k in Ji(x - EDa

a. (10) Pokazite, da je radij konvergence zgornjih dveh potené¢nih vrst enak R = oc.

Pokazite, da velja ,
(5) 2] = (3) Bl

Resitev: Za radij konvergence moramo izracunati limito

Utemeljite vase korake.

. Ck+1 . (k’ + ]_)' k!22k+1
lim |—— lim
i 1
= lim
k—oo 4(k +2)(k+ 1)
=0

Radij konvergence je torej R = oo. Za dokaz enakosti zapisemo

k 2k+2

( ) i k:+1'k!22k+2'

=0

Ker ta vrsta povsod konvergira, jo lahko ¢lenoma odvajamo in dobimo

() o] -

(—1)k2(/€+ 1)1,219—1—1
(k + 1)1 kI 22++2

(_1)kx2k+1

k! k! 22k+1

o (—1)’%’2]’“
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Ocenjevange:

— Formula za radij konvrgence: 2 tocki.

— Radij konvergence: 2 tocki.

— Razvoj produkta v potenéno vrsto: 2 tocki.
— Utemeljitev odvajanja po élenth: 2 tocki.

— Izracun in primerjava koeficientov: 2 tocki.
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b. (15) Pokazite, da je
/ Ji(u)du=1— Jy(z).
0

Utemeljite vse vase korake.

Namig: Levo in desno stran razvijte v potencno vrsto in primerjajte koeficiente
2k

pri % na levi in desni za k =1,2,.. ..

Resitev: Razvigmo nagprej v potencno vrsto levo stran enacbe. Ker potencna
vrsta povsod konvergira, lahko zamenjamo vrstni red sestevanja in integriranja
i dobimo

T ( k 2k+1
/OJI(U)d“ - / Z k41 |k|22k+1du

_ (=1)" /I 2 +1
- Zz%ﬂ(kﬂ)'kv o du

0 ( 1) 2(k+1)

- Zz%ﬂ(%m)( L)L

Primerjamo s koeficienti desne strani in rezultat sleds.
Ocenjevange:

— Utemeljitev integriranja po élenih: 3 tocke.

— Integriranje: 3 tocke.

— Vstavljanje mej: 3 tpcke.

— Primerjanje koeficientov: 3 tocke.

— Sklep: 3 tocke.

7a



Matematika 4, 2011/2012, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

4. (25) Funkcija f(x) na intervalu [—m, 7] naj bo definirana z

cos T za0<z<T
f(x) =< —cosz za—m<z<0
0 zax =0,7,—m.

a. (15) Dokazite, dajeza 0 <z <7

o0 .
8 n sin 2nx
CcosST = — E —
T 4n? — 1

Utemeljite, zakaj Fourierova vrsta za 0 < x < 7 konvergira proti cos x.

Namig: Uporabite

sin awcos f = % (sin(a + B) + sin(a — ) .

Resitev: Funkcija je liha, zato je a, = 0 za vse n > 0. Izracunajmo najprej

2 ™
b = —/ cosxsinx dr =0,
0

™

kot se brz prepricamo s substitucijo 2x = u. Zan > 0 zapisemo

b — g/ sin((n + 1)z) +sin((n — 1)z) e
T Jo 2
1] cos((n+1)z) cos((n—1)x) "
o7 n+1 n—1 0
1 n+1 + 1 1 — (_1)1171
= = + ,
T n + 1 n—1

Upostevali smo, da je cos(nm) = (—=1)". Brz se prepri¢amo, da za lihe n dobimo
b, = 0, za sode pa b, = (1/m)4n/(n* —1). Ce sode n zapisemo kot 2k in
sestevamo po k dobimo tocno zgornji rezultat. Fourierova vrsta konvergira v
vsaki tocki, ker je f(x) odsekoma zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in velja

povsod (f(z+) + f(z—))/2 = f(x).

Ocenjevange:
— Lihost: 3 tocke.
— bg: 3 tocke.
— Razcep produkta: 3 tocke.
— bp: 3 tocke.

— Konvergenca: 3 tocke.

8a



Matematika 4, 2011/2012, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

b. (10) Uporabite a. za izracun vsote neskonéne vrste

Resitev: 'V zgornjo wvrsto vstavimo x = w/4. Ostanejo samo lihi cleni, ker je
sin(km) = 0 za vsak k. 'V Fourierovi vrsti za f(z) na levi dobimo f(m/4) =
cos(m/4) = V/2/2, na desni pa iskano vrsto pomnoZeno z 8/w. Rezultat je

m/2/16.

Ocenjevange:

— x=m7/4: 3 tocke.
— Ostanejo samo lihi éleni: 3 tocke.

— Vsota neskonéne vrste: 4 tocke.
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