FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 4
Pisni izpit
30. avgust 2013

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5 in vsaka je vre
tock.

ejaleHodo samo resitve
‘ orey’sRupaj 100

Naloga | a. B Skupaj
1. . /\\
20\ [N N
P L~ N
A~ N\
5.( (L7 N\
Skhpaj |~ )] )




Matematika 4, 2012/2013, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

. (20) Naj bo
1
F(x) = / e (1 4+ u) du.

1
a. (10) Pokazite, da je

xn

F<x>:4§ aln+ )(n+2)

Resitev: Za omejene x vrsta

e}

—(1—u)_z x"(

e2 = _—
n.mnl

— 2n . nl

enakomerno konvergira. Zato lahko zamenjamo vrstni red sestevanja in integri-
ranja. Dobimo

1
F(z) = / e (1 4+ u) du
-1

-y Qf."n! / (1—u)*(1+u)du

n=0 -1
oo

n 2
- Z v / v"(2 —wv)dv
2”'77/! 0

n=0

n

- 42 nln+1)(n+2)

Ocenjevange:

— Razvoj eksponentne funkcije: 2 tocki.
— FEnakomerna konvergenca: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Preurejanje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte radij konvergence potencne vrste

[e o] n

Fla)=2 nl(n+ 1)(n+2)

n=0

in izrac¢unajte
xF"(x)+ (3 —x)F'(z) — F(x).
Resitev: Prepricamo se, da je

Cn+1
Cn

1
= lim

lim

n—oo
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Vrsta torej konvergira za vse x € R in jo lahko ¢lenoma odvajamo. Dobimo

> n—1

x
Flz)=>
—~ (n—1Dl(n+1)(n+2)
m
e n—2
F'(z) = ° .
nz:; (n—=2)(n+1)(n+2)
Konstantni clen v izrazu je
3 1
2.3 2

Vstavimo in zberemo koeficiente pri potenci ™. Po izpostavljanju dobimo

1 1 3 1 1
(n—1l(n+2) <n+3+n(n+3) _n+1_n(n+1)) '

Izraz sestejemo in dobimo, da je koeficient enak 0.
Ocenjevange:

— Konvergenéni radij: 2 tocki.
— F': 2 tocki.

— F": 2 tocki.

— Konstantni koeficient: 2 tocki.

—  Zbirangje pri ™ in sklep: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija f(z) naj bo periodi¢na s periodo 27 in naj za —w < z < 7 velja
f(x) = cosx + |cosz|.

a. (10) Zapisite Fourierovo vrsto za funkcijo f(x) in ugotovite, za katere x € [—m, 7]
Fourierova vrsta konvergira proti funkcijski vrednosti f(z).

Resitev: Ugotovimo, da je funkcija soda, torej bo b, = 0 za vse n = 1,2,....
Funkcija f(x) je razlicna od 0 le na intervalu [—m /2, 7/2] in je tam enaka 2 cos x.

Racunamo
2 [T/? 4
ag = — cosrdr = —,
T —7r/2 T

2 w/2
alz—/ cos? xdx =1
n —7/2

mzan > 2

2
an, = — cos x cosnx dx
s

= % /7;//22 1 (cos(n + 1)x + cos(n — 1)x) dx
sin(n + 1)z n sin(n — 1)z
(Ein(:qirll)w/Q N sn?j(;i 1)2/25/2
n+1 n—1
(coi(zﬂl/Z) B coi(riwl/Q))
4 cos(nm/2)
m(n?—1)

w/2

Funkcija f(x) je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, zato Fourierova vrsta
konvergira za vsak x proti funkciji f(x). Torej je

(e o]

f(z) = ; + cosx — Z 40057572:2/2_) ;)s na

Ocenjevange:

— Sodost: 2 tocki.
— ag,a1: 2 tocki.
— anp: 2 tocki.

—  Vrsta: 2 tocku.

— Konvergenca: 2 tocks.
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b. (10) Izra¢unajte vsoto

1
> T

k=1

Regsitev: 'V Fourierovo vrsto vstavimo x = /2. Za lihe n dobimo 0, za sod
n = 2k pa dobimo enakost

0=f(n/2)=

3o

> 4
 m((2k)2 - 1)

1

Na desni je vrsta, ki jo moramo izracunati. Sleds

[e.e]

1 1
2 iy

k=1

Ocenjevange:

— x: 2 tocki.

— Samo sodi ¢leni: 2 tocki.
Uporaba konvergence: 2 tocki.
Izenacenje: 2 tocki.

Konéna vsota: 2 tocki.
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3. (20) Dana naj bo linearna diferencialna enac¢ba drugega reda

1
" -
Y +4—x2y—g(~”€)

na intervalu [1, co).

a. (10) Pokazite, da sta funkciji y1(z) = /& in y2(z) = /= log z linearno neodvisni
resitvi homogene enacbe.

Resitev: Racunamo

/ . : —
yy(v) = m 120 Yy (z) = RYPER
ter 1 1 1
/ o ogx . " o og T
Ya(z) = Nz + NG in  yy(z) = TSR
To, da sta obe funkciji resitvi homogene enacbe, preverimo z vstavljanjem. Zlahka
tudi izracunamo

Wi(x)=1,
tako da sta resitvi linearno neodvisni na [1,00).

Ocenjevange:

—  Prvi odvodi: 2 tocki.

— Drugi odvodi: 2 tocki.

— Vstavljanje prve reditve: 2 tocki.
— Vstavljanje druge reditve: 2 tocki.

— Linearna neodvisnost: 2 tocki.

b. (10) Resite enacbo, e je g(z) = 1/2%/? in funkcija y zadoséa zacetnima pogojema
y(1) =y (1)=0.

Resitev: Po formuli je partikularna resitev

) = (@) /j %dwyﬂx) /1m %(ng)u)du,

V konkretnem primeru dobimo

wie) =~z [

lo

1
gudu+\/510gx/ —du.
.

u

Integracija nam da

1 1
yp(x) = —éﬂlogzx +Vzlogizs = 3 Vzlog®x.

Splosna resitev enacbe je
1
y(z) = 3 Vzlog? x4+ 1T + cov/zlog x .

6
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Iz zacetnih pogojev sledi
. ' 1
0=y(l)=¢ n 0=9y(1)=—=+cs.

Sledi c; =0 in co = 0. Koncna resitev je
1 2
y(zr) = 5\/Elog x.

Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Splosna resitev: 2 tocks.

— Enacbi za konstante: 2 tocki.

— Konéna reditev: 2 tocki.
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4. (20) Dana naj bo diferencialna enacba
y" — 2y" 4+ 10y = 3xe”.
a. (10) Poiscite partikularno resitev zgornje enacbe.

Resitev: Karakteristicni polinom enacbe je

A =202 4100 =0

zniclami A =0, A = =1+ 3¢ in —1 — 3i. Ker A =1 ni nicla karakteristicnega
polinoma, je nastavek za partikularno resitev y,(x) = (Ax + B)e*. Odvajamo in
dobimo

y, =€ (Ar+ A+ B) y, =e"(Ax+2A+B) in y" =e"(Ar+3A+ B).
Vstavimo v enacbo in dobimo
e"(Ar +3A+ B — 2(Azx + 2A+ B) 4+ 10(Az + A+ B)) = 3ze”.
Pokrajsamo e* in sledi 9A = 3, torej A =1/3 in 9A+ 9B =0, torej B = —1/3.

Sledi
1

() = 50— 1)¢”.

Ocenjevange:

— Karakteristi¢ni polinom in nicli: 2 tocki.
— Nastavek: 2 tock:.

— Odvajange: 2 tocki.

— Enacbe za konstante: 2 tocki.

— Resitev: 2 tocki.

b. (10) Poiscite resitev diferencialne enacbe, ki ustreza zaCetnim pogojem y(0) =
—1/3, ¥'(0) =0 1in 3"(0) = 1/3.

Resitev: Splosna resitev zgornje enacbe je

y(x) = 1 + coe” sin 3z + c3€” cos 3z + %(az —1)e”.
1z zacetnih pogojev sledijo enacbe
= y(0)

= y"(0)

Iz zadngih dveh enacb dobimo co = c3 = 0. Iz prve enacbe sledi c; = 0.

1
Cl—|—03——

3
3ca + c3
602 — 803 + %

wli—= O
ol
I
@\
—~
(@]
SN—
+ |

Ocenjevange:

— Splosna resitev: 2 tocks.
—  Odvajange: 2+2 tocki.
— FEnacbe za konstante: 2 tocki.

— Konéna resitev: 2 tocki.
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5. (20) Dan naj bo sistem enacb

Z+y = cost
x4y = sint

z zacetnimi pogoji 2(0) = #(0) = 0 in y(0) = y(0) = 0.
a. (10) Izracuanjte Lx(s) in Ly(s).
Resitev: Po pravilih za Laplaceove transformacije odvodov sledi

s’La(s) + Ly(s) = =9
La(s)+s°Ly(s) = =5

Pomnozimo drugo enacbo s s* in odstejemo. Sledi
(1= s)Lys) = 5=
ali
Ly(s) = =
T 0T+
Podobno sled: . )
Lx(s) = ot

(14 s)(1+4s2)2"

Ocenjevange:

— Pravila za transformacijo odvodov: 2 tocki.

— Upostvange zacetnih pogojev: 2 tocki.

— Opazimo, da gre za sistem linearnih enacb: 2 tocki.
— Resujemo: 2 tocki.

—  Resitvi: 2 tocki.
b. (10) Kot znano upostevajte
1+s+s? 1—s s+1 1

At 1522 4(2+1) 22117  As+ 1)

in
S s—1 s+ 1 1

A+5)11s22 4(2+1)  2(2117 As+1)

ter
: : 1 . : : 1, .
(sint xsint)(t) = 5(511175 —tcost) in (sintxcost)(t) = étsmt.
Poiscite funkceiji z(t) in y(t).

Resitev: Iz znanih enacb ugotovimo, da je

1 . 1
E (§<Slnt — tCOSt)) = m

9
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m
s

1 .
L étSIHt (S)—m

Preberemo, da je
1, . L . . -
x(t) = Z(smt —cost) + 1 (tsint + sint — tcost) + 1€

m
1 1 1
y(t) = Z(cost —sint) + ) (tsint+sint — tcost) — Ze’t.

Ocenjevange:

— Uporaba znanih konvolucty: 2 tocki.
— Uporaba znanih razcepov: 2 tocki.
— Inverz x: 2 tocki.

— Inverz y: 2 tocki.

— Rezultata: 2 tocki.
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