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1. (20) Funkcija f(z) naj bo periodi¢na s periodo 27, na intervalu [—m, 7| pa naj bo
dana z

f(x) = (m+2)(r —2).

(10) Razvijte funkcijo v Fourierovo vrsto in navedite, v katerih tockah ta vrsta
konvergira proti funkeiji f(x).

Resitev:  Najprej opazimo, da je funkcija soda, zato bo b, = 0 za n > 1.
Racunamo - 42
2 2 T
ag = — —x7)de = —.
07 /_ﬂ (m ) 3
Racunamo
1 ™
a, = —/ (72 — 2%) cosnxdx
=/,
= —— 22 cosnx dx
T
1 (:c sinna |” 2 /” )
= ——|—| —-=- xrsinnx dz
s . n)

3

= zsin nx dz
T
_xcosn T 1 (7
= + — cosnz dx
—r nJ_x

4 cos(mn)
n2

4(_1)n+1

n2 ’

Fourierova vrsta za funkcijo f(x) je

Z 1)"* cos nx
- + .

Funkcija f(x) je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, poleg tega pa je f(—m) =
f(m). Fourierova vrsta zato konvergira za vse x proti funkciji f(x).

Ocenjevange:

— Sodost: 2 tocki.

— ag: 2 tocki.

— Integriranje per partes: 2 tocki.
— anp: 2 tocki.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.
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b. (10) Izra¢unajte vsoto vrste

> e 1 1 1

k=1

Utemeljite vase korake.

Resitev: V' Fourierovo vrsto iz prvega dela vstavimo x = /2. Opazimo, da je
za lihe n cos(nm/2) = 0, tako da v vrsti ostanejo samo ¢leni za sode n. Ce je
n =2k, je

cos(nm/2) = cos(kmw) = (—=1).
Sleds

k+1

f(r/2) = L4 Z

Sledi .
Z

k=1

Ocenjevange:

— x: 2 tocki.
— Liht odpadejo: 2 tock:.
— Vstavljanje za sode n: 2 tocki.

—  Vstavljange in poenostavljanje: 2 tocki.

Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Naj bo funkcija F'(z) definirana z

F(z) = / ee V' dy .
a. (10) Utemeljite, da je .
F'(z) = §F<£L’) :

Resitev: Parcialni odvod po © izraza pod integralom je ye™e V. Za x| < a ta
integral enakomerno konvergira, ker je majoriziran z funkcijo \y\e“‘me’yQ. Zato
lahko odvajamo pod znakom integrala. Racunamo

F'(z) = / ye™e ¥ dy

e}

1 > o

o0

N R

= EF(x)

Ocenjevange:

— Parctalni odvod: 2 tocki.

— Enakomerna konvergenca na konénih intervalih: 2 tocki.
— Per partes: 2 tocki.

— Integral: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izra¢unajte funkcijo F'(x). Kot znano privzemite, da je

/ eV’ dy = /7.

e}

Resitev: Iz diferencialne enacbe sledi, da je
F(z) = ce®/*.

Iz namiga sledi F(0) = /7, torej je ¢ = /.

Ocenjevange:

— Kaj z diferencialno enacbo: 2 tocki.
— Prepis za integracijo: 2 tocki.

— Splosna resitev: 2 tocks.

— Zacetni pogoj: 2 tocki.

— Resitev: 2 tocki.
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3. (20) Funkcija y(t) naj za t > 0 ustreza enacbi

t
y(t) == (e +e7%) — 3/ y(u)e* = du .
0

1
2

a. (10) Izracunajte Laplaceovo transformacijo funkcije y(t) za s > 3.

o 1
/ e st dt =
0 S — 3

& 1
/ e Ste st dt = .
0 s+3

Opazimo, da je integral na desni konvolucija funkcije y(t) in funkcije e
bimo Laplacovo transformacijo na obeh straneh enacbe in sledi

Resitev: Ugotovimo

m

3t Upora-

S 1
Ly—82_9—3£y(s)~8_3.
Izracunamo s
—3)Ly = - 3L
(s —3)Ly o y
ali
Ly(s) = —
4  s+3

Ocenjevange:

— Pruvi integral: 2 tocks.
— Drugi integral: 2 tocki.
—  Zdruzevangje: 2 tocki.
— Poenostavitev: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
b. (10) Poiscite funkeijo y(t).

Resitev: Iz prvega dela preberemo, da je y(t) = e,

Ocenjevange:

— Rezultat: 10 tock.
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4. (20) Funkcija f(t) naj bo dvakrat zvezno odvedljiva na R, taka, da je funkcija
sama integrabilna in njen drugi odvod integrabilen. Poleg tega naj funkcija zadosca
diferencialni enacbi

7"k f = g(1
za dano integrabilno funkcijo g(¢) in k& > 0.
a. (10) Utemeljite, da velja

1 > e Fg(s)ds

f(t):_ﬁ - s2 + k2

Resitev: Po pravilih za racunanje s Fourierovo transformacijo je
F(f")(s) = —s"F f(s).

Na obeh straneh v enacbi uporabimo Fourierovo transformacijo. Dobimo
—*Ff—k*Ff=Fg.

Sledi Fals)
g(s
Ff(s)= e

Iz inverzne formule sledi, da je

et Fg(s) ds

1) == \/%/ s? + k?

Ocenjevange:

— Ideja, da transformiramo enacbo: 2 tocki.
— Pravilo za odvode: 2 tocki.

— Izracun F f: 2 tocki.

— Inverzna formula: 2 tocki.

—  Vstavljanje: 2 tocki.

b. (10) Naj bo g(t) dana z

g(t):{ 1/2 7a It <1

0 sicer.

Izracunajte f(t). Kot znano upostevajte, da je

/°° sin(as)ds  |a|(1 — e 19V/*)7
o S(s2Hk?) ak?

Upostevajte se, da je

cos(st) sin(s) = % (sin((t + 1)s) —sin((t — 1)s)) -
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Resitev: Najgprej ugotovimo

Po inverzni formuli dobimo

1 e gin sds

=5 | s

—00

Opazimo, da je funkcija pod integralom soda, tako da lahko e* nadomestimo z
cos(ts). Sledi

1 [ cos(ts)sinsds

21 J_ o s(s®+k?)
Upostevamo namig, pri cemer opazimo, da bodo rezultati odvisni od predznakov
t+1iint—1. Racunamo loceno. Za t > 1 sta oba predznaka pozitivna in sledi

ft) =

I _
f(t) _ _m (6 (t-1)/k _ e (t+1)/k) )

Za —1 <t <1jet+1 pozitiven, t — 1 pa negativen. Dobimo

“ue
Za t < —1 sta oba predznaka negativna in dobimo
L (-
£(t) = T (e~(-t=D/k _ e=(t=1/k) |

Ocenjevange:

— Inverzna formula: 2 tocki.
— Sodost: 2 tocki.

— Prvi del namiga: 2 tocks.
— Drugi del namiga: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Funkcija Iy(x) naj bo za vse z € R definirana kot

1 ™
Io(z) = — / e dy.
™ Jo
a. (10) Izracunajte x>} + I — 2.
Namig: Na pravem mestu napisite cos>y = 1 — sin®y in integrirajte per partes.

Resitev: Izraz pod integralom je poljubnokrat zvezno parcialno odvedljiv. Ker
je interval integriranja koncen, lahko odvajamo pod znakom integrala poljubno
mmnogokrat. Sled:

1 ™

Ii(z) = — /o e” %Y cosy dy
m

" 1 " T cos 2

Ij(z) = — e Y cos®ydy .
T Jo
Pisimo cos’y = 1 —sin?y in sledi
" 1 " TCOSY L3102
Iy (z) = Ip(x) — — e*Ysinydy .
T Jo

Drugi integral predelamo z integracijo per partes v

1 g 1 LTeosy gi 1 T 1
- / " sin® y dy = — (—76 il P / et oSy cosydy) = ZI)(z).
T Jo T x oz Jo x
Sledi
1
2 I + Iy — 21y = 2 (Io(z) — El’é(az)) + xl}(z) — 2*Ih(z) = 0.
Ocenjevange:

— Utemeljitev odvajanja: 2 tocki.
—  Prvi odvod: 2 tocki.

—  Drugi odvod: 2 tocki.

— Namig in per partes: 2 tocku.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) S pomodjo povezave med funkcijama I'(x) in B(x,y) izrac¢unajte

/ cos” y dy
0

in razvijte funkcijo Io(z) v potenéno vrsto. Kot znano privzemite, da je

P<k+1)=ﬂ V.

2 k. 92k
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Regitev: Za lihe n je integral enak 0. Uvedemo substitucijo \/u = cosy za
y € [0,7/2]. Dobimo

du du

2\/6 sy ay aul Yy Qﬁm

Racunamo za n = 2k

T w/2 du
/ cos"ydy = 2/ uf
0 0 2\/& vV 1—u
1
_ / WFVR(1 = )2 dy
0

= B(k+1/2,1/2)
I'(k+1/2)I'(1/2)
I'(k+1)
(2K)! - V/my/m
22k (k)2
(2k)! -7
22k (12

Za razvoj v potencéno vrsto ugotovimo, da je

Iy(z) =

1

v

1 (™ <= z"cos™y
= — ——=d

Tl

= 2% (2k)!
=2 (2k)! 22k (k)2

k=0

2k

- wm

k=0

Integrirali smo lahko ¢lenoma, ker vrsta za e*°**Y na [0, 7] konvergira enakomerno.

Ocenjevange:

— Povezava med I in B: 2 tocki.

— Rezultat integrala: 2 tock:.

— Vrsta za exponentno funkcijo: 2 tocki.

— Integriranje ¢lenoma in utemeljitev: 2 tocks.

—  Rezultat: 2 tocki.



